

































グラフGをペアG = (V,E)とする.ここで V は頂点集合,Eは辺集合とす
る. 本稿を通して,グラフは (i) 連結, (ii) 向き付けされており, (iii) 有限
(#E < ∞), かつ,(iv) ループ辺を許し, (v) 平行辺は存在しない,とする.
本稿での演算子やその表記の殆どは文献 [2]に従う.
与えられた辺 e ∈ E に対して,その逆, 終点, 始点をそれぞれe, t(e),











∣∣∣∣ a x ∈ R




∣∣∣∣ a e ∈ R
 ,
とし,その上の関数をそれぞれ
C 0(G) := { f : V → R }, C 1(G) := {ω : E → R },
と表す.C 0(G)はΛ 0(G)とも書くことにし, C 1(G)の部分集合を以下のよ
うに定義しておく :
Λ 1(G) := {ω ∈ C 1(G) |ω(e) = −ω(e)},
S 1(G) := {µ ∈ C 1(G) |µ(e) = µ(e)}.
余境界演算子d : Λ 0(G) → Λ 1(G)を線形: d(f 1 + f 2) = df 1 + df 2,
d(af 1) = a df 1, f 1, f 2 ∈ Λ 0(G), a ∈ R かつ
(df )(e) = f (t(e))− f (o(e)),
で定義する.内積Λ 0(G)× Λ 0(G) → R, 及びΛ 1(G)× Λ 1(G) → R を定義
したい.ある
mV (x) > 0, mE(e) = mE(e) > 0, ∀x ∈ V, e ∈ E,
なるmV ∈ Λ 0(G) とmE ∈ S 1(G)を選んで
⟨ f 1 , f 2 ⟩V :=
∑
x∈V
f 1(x) f 2(x)mV (x),






と定義する. 余微分 d † : Λ 1(G) → Λ 0(G)を内積に関して dの随伴
で定義する. すなわち, ⟨ df , ω ⟩E =
⟨





0(G) → Λ 0(G)及び∆E : Λ 1(G) → Λ 1(G)を∆V := − d †d,
∆E := − dd †と定義する.
【マスター方程式 】
マスター方程式とは次の方程式である :








ここでp t(x) ∈ R は時刻 t ∈ R での離散的な状態 x ∈ Γ にいる確率,
ṗ t(x) = dp t(x)/dt, wx→x ′ を x ∈ Γから x ′ ∈ Γへの単位時間での遷移確
率を表す. 状態x ∈ Γでの平衡分布を p eq(x)とする. Γ = {x}, {wx→x ′},
{p eq(x)}, {p 0(x)} は全て与えられているものとする.
【マスター方程式の離散幾何学的記述 】
式(1)を離散幾何学の言葉で書こう. 与えられたデータ {x}, {wx→y} に
付随したグラフG = (V,E)を以下のように導入する : • x ∈ V , • e ∈ E
をw(e) = wx→yかつ o(e) = x, t(e) = y となるように選ぶ. • 与えられ
たe ∈ に対してe ∈ Eとする. 但し, w(e) = w y→x が存在しない場合,
w(e) = 0. グラフG上にp tと wを以下のように導入する : • p t ∈ Λ 0(G)
はxでの(1)の解 p t(x)を与える. • w ∈ C 1(G)が遷移確率w(e)を与える.




I t(e), I t(e) := [−p t(o(e))w(e) + p t(t(e))w(e)] . (2)
定理を述べるために準備する. 詳細釣り合い条件とは
p eq(o(e))w(e) = p eq(t(e))w(e),
を満たす場合のことを言う. 以下で任意のx ∈ V や e ∈ Eに対して
mV (x) = p
eq(x), およびmE(e) = w(e) p eq(o(e)), とおく.
以下が主定理である
定理 1. (拡散方程式 ). ψ t ∈ Λ 0(G) をp t(x) = p eq(x)ψ(x) となるように
定義する. すると詳細釣り合い条件を満たし, p eq(x) ̸= 0である時, (2)
から以下の離散拡散方程式が得られる :
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